KILKA UWAG 


Z OGÓLNEJ TEORYI KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH. 


NAPISAŁ 


Józef Puzyna. 


(Rzecz przedstawiona 20 Stycznia 1891 r.; referował członek Zajączkowski). 


W nawiazania do mojej rozprawy, zamieszczonej w XIV tomie 
tego Pamiętnika 1), zamierzam zająć się tu szczegółowo analitycznemi 
formami, które nazwałem poprzednio uogólnionemi formami interpolacyj- 
nemi Lagrangea, a które w rzutowej teoryi krzywych. algebraicznych 
moga odegrać ważna rolę. 

Tych form używał po raz pierwszy Paul Serret w dziele swem 
„Góometrie de direction“ i w artykułach zamieszczonych w LXXXVI 
i LXXXVII tomie sprawozdań (Comptes rendus) Akademii paryskiej, 
przedstawiając wszystkie iloczyny «*.y*”, u=0,1,2, ..., n, v=0, 1,8, 

., n, u+yv=0, 1,2,..., n, jakie się w zupełnem równaniu algebra- 
icznem : 


G (x, y) = ) gy. zky'=0 (C) 


pty=o 


1) „O zastosowanin uogólnionych form interpolacyjnych LAGRANGEA“. 


Rozprawy mat.-przyr. T. XXII. 1 
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zawieraja, w takich kształtach : 
(1) GR y” = ay Bi Yy F lg Lo Ya +... F 4 Br Yio 
Tutaj sa 


(2) (@1 Y1), (Eo Yo), +--+, (Lr Ya) 

spółrzędnemi ķ = 5 (n+ 3) punktów wyznaczajacych jednoznacznie krzywa 
algebraiczna C, a ilości 24, ay, ..., a, Sa to zmienne ilości (parametry) 
zależne od spółrzędnych bieżącego punktu (wy) i od k punktów (2). 

Zwiazków (1) używał Serret z pożytkiem w celu wykrycia wła- 
sności krzywych algebraicznych C, pod względem ich elementów bie- 
gunowo sprzężonych lub pod względem ich ognisk. Lecz jeszcze i pod 
innym względem moga być te związki — a w szczególności parametry 
a, — doniosłego znaczenia i z tego powodu pożądanem zdawało mi się 
zajać się tem szczegółowo, udowadniajac przedewszystkiem w $. 1, że pa- 
rametry a, są bezwzględnemi niezmiennikami ze względu na całkowite 
niejednorodne podstawienia 1) i tworząc potem dostateczna ilość równań 
do obliczenia tych wielkości. 

Z tych poszukiwań wynikaja pewne wyrażenia, określające ogólne 
własności krzywej (,, a odnoszące się do pewnych grup dowolnych jej 
punktów. 

I tak w $. 2 mieszcza się: 

a) pewne wyrażenia, które zależą od spółrzędnych (k + 1) punktów 
krzywej ©, i pozostaja = 0, gdy z (k+ 1) punktów 2m sa stałe, a po- 


zostałe punkta w ilości ROCH. +1 jakabadź grupę na C, tworza; 
2n + -—341=5(0+3)+1=k+1 


b) pewne wyrażenia, które zależą od k punktów krzywej ©, 

a pozostaja stałej wartości c Z o, gdy z owych punktów 2n sa stałe, 

n (n—1) 
2 

Wyrażenia (b) charakteryzuja się inaczej tem, że zawierajac spół- 

rzędne k punktów krzywej swą wartość tylko za zmiana 2n obranych 

naprzód punktów zmieniaja. Ztad wynikaja twierdzenia interpretujace 


a inne w ilości jakbadź na C, sa rozmieszczone. 


1) W przytoczonej mojej rozprawie okazałem to dla n=2 i n=3, a tylko dla 
n= 2 sprowadziłem a, do ich form najprostszych. 
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geometrycznie owe wyrażenia o stałych wartościach, a określające wła- 
sności krzywej (,. 

W $. 3 takie wyrażenia są daleko ogólniejszej natury; po rozję- 
ciu bowiem grupy k punktów potrzebnych do wyznaczenia krzywej ©, 
na dwie grupy: (a) o p punktach i (b) o r punktach, r = 1, 2, 3,...., k—1, 
okazuje się, że dla krzywej C, można utworzyć: 

a) nieskończenie wiele wyrażeń zależnych od k danych punktów 
i jeszcze (k + 1)-go punktu, a pozostajacych zerem, w jakikolwiek spo- 
sób grupę (b) jej punktów i punkt (k + 7)-szy zmienimy na inna grupę 
(r + 1) punktów. 

b) nieskończenie wiele wyrażeń zależnych od k punktów krzywej 
C,, a majacych stała wartość c Zo w jakikolwiek sposób grupę (b) 
r punktów na inna zraieniamy. 

Ztad wynikaja twierdzenia o r poprzecznych prostych równolegle 
przez r dowolnych punktów krzywej (, poprowadzonych, a przy szcze- 
gólnych założeniach wychodza te twierdzenia na twierdzenia w $. 2 
zamieszczone. 

Co się tyczy samych parametrów a,, to ich formy i geometryczne 
znaczenia prostsze, niżby się tego spodziewać można, wypadają [forma 
(4) $. 3], a każdy z nich pewna dana wartość c, w n? i tylko n? pun- 
ktach krzywej C, przybiera. 

Owe grupy po n? punktów wycina na C, pęk krzywych algebra- 
ieznych n-go stopnia majacych swe wspólne punkta w ilości n? w n 
punktach oznaczonych na prostej w nieskończoności. 


SST 


Art. 1. Na płaszczyżnie dowolnego układu osi (coy) dano k 
punktów 


n 
Bi Y1 Bo Yoy rey WYS k=Z(M+3) (1) 
wyznaczających jednoznacznie nieprzywiedlna krzywa algebraiczna 


G (zy) =a + yt tau yt... +20 (2) 
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n-go stopnia i utworzono wyznacznik 


ZERA A 

R. sg rów wyd 

Y Yi- :-. Yk 
ACE Aloe © 


ly" . EREE VA. | 
którego minory do pierwszej kolumny należace wprost wziąć można za 
spółczynniki doo, 440, dot; <--> Qon 


O minorze 
ByBy 4, z, | 
Yı Ya Yz Yr 
ROSE 


PY YA 
głównego elementu wyznacznika A dadza się takie uwagi uczynić: 
Napiszmy G (x, y) = 0 w postaci 
0(% Y) +9, (0, Y) ++... +v, =0, 


gdzie v,(x, y) sa jednorodnemi funkeyjami sgo stopnia zmiennych z, y, 


a v, 5 M, to kładąe 


©=ra, y= rb, otrzymamy 


M 
a z AE WO FA 
( ) CH (a, b) p 
fis fas- : -3 fa Sato odcinki, które na prostej ba — ay = 0 od punktu 


æ= 0, y= 0 do jej punktów przecięcia się z krzywa zmierzono. 


Połóżmy : 
AD" , a więc także: 
Umi Y, 
(3) 
BOSO OEN A 00 
Y= ItY., 
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„to otrzymamy w tym nowym układzie równanie 
(4) v,(wy) + v,„-,(w y) +... + ©, =0, 


w którem za v, można położyć wprost wyznacznik 


, r , 
©, w, E A: 
+ , Łoj 
Yı Ya Yi 
M = | 
j” 
| 
, In Ir | 
Y," Ya eee Yk”) 


a za inne spółczynniki minory, należące do pierwszej kolumny wy- 
znacznika A’, utworzonego z A przez pokreskowanie liter z,y, z.,y.. 

Kładac i w równaniu (4) «=ra y=rb, otrzymamy i tu 
także 


(B) Y (a, b) M „Tą 


gdzie znowu +, 7,, ..., r, sa odcinkami prostej ba' — ay =0 liezo- 
nymi od punktu «=p, y=q do jej punktów przecięcia się z krzywa. 
Z (x) i (5) otrzymujemy: 


(5) i ARROW A ab 


Lecz tak w M, jak w M” możemy za jeden z danych Æ punktów 
np. za punkt (Œ, y,) położyć dowolny inny punkt (vy) krzywej, byleby 
on tylko z pozostałymi jednoznacznie wyznaczał krzywą. Przez to za- 
stępujemy w Mi M’ wyrazy ich s-tych kolumn zawierające «,, y, 
wyrazami o æ, y. Naznaczmy tak przekształcone wyznaczniki M, M 
przez M., M,” to i tu będzie niezawodnie: 

M, ROŚ SZUSKY 


5 ŁAPA ` SR 
6) | RZEK Je CAES PALE 


a z równań (5) i (5) wyniknie: 


M, _M,. 
M W 


to znaczy: Iloraz wyznaczników M, M nie zmienia swej war- 
tości po równoległem przesunięciu układu osi. 


www.rcin.org.pl 


6 JÓZEF PUZYNA. 


Art. 2. W wyznaczniku W połóżmy 
U, = p $ +0, = g. 
Y's a p k, T v "a h, 


z warunkiem 


to mamy: 


gha Iah, CAR łódz dA Jha 


ROSSA. I ON BO 11 


| Jı 5 J, J3 03 R i Jk 
9, n gą" 44” A M gi 
OWCA PA da 200 e E W, 


POMOZE" TONERA + 


Utwórzmy wszystkie wyznaczniki P, o 2* elementach z 2 pierw- 
szych wierszy, podobnie wszystkie wyznaczniki P, o 3* elementach 
z 3 następnych wierszy ..... i wreszcie wszystkie wyznaczniki P,„4, 
o (n+ 1)” elementach z (n + 1) ostatnich wierszy, to będzie można po- 
łożyć : 

WOZZEE Esc Fon 


Żajmijmyż się wyznacznikami P.,, €= 1,2,3, ... n. 


E € E 
I5, I5, WB, "INGE BASE PRO : 
h h 
v v v 
= £—1 £—1 1 2 E +1 
Has E T kge © = RE 
1 2 2 A € +1 
| ZNANA 
Pin = j A ; E A ARON : 
BSC. oRZ h5 
£ € € SEE A paba 
hE h$ sio h$ E€ E E€ 
1 2 E+ EN A AIP 
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hy hy 


Pe =9V,94,:--95,,,1l (=-= , (6) 
1 EFAG Iv, Jy. 

Znaczki v,, %, ... %;4, Sa tu dowolnemi niepowtarzajacemi się 
liczbami w ilości (s + 1) z szeregu liczb 1, 2, 3, ... k, a iloczyn H,,, 

e. ? y szły S 
zawiera = różnych między sobą czynników postaci ( ga "a A 

Yi V2 

A sk RE PF z 
Gdy w formie ostatniej (6) każdy z czynników ao ae: ilo- 

ʻi V2 
czynu IM., pomnożymy odpowiednio przez (gv,. gv) « . .- zawarte 
J4-9v, *-- 93. , otrzymamy ostatecznie: 


Pea = [I ;, (hv,. gv = hvą,9v,) 


e=1,2,3, ..., nl. 


Po wstawieniu tych form za P,, P,,.., P,,, w M, będzie: 
M =ZEII (hy, VA a g»), (7) 


gdzie każdy składnik I tej sumy jest iloczynem 


8 a EE 3.4+... +nu(n+ 1)) 
E=: 


n. (n+ 1). (n + 2) _ 


OSY WAĆ RA ASROCK, 
różnych między soba czynników (v, gy, — hv, 9%): 
Lecz: 
u Evy ŁY Nys W Eva HV vy 


hy gy zS fiy gy = 
1. 2 2 1 a y 
; E Gu FAN E Gve FV. Ava 


w, v| 
w, y 
a ztąad wynika, że każdy składnik II w (7) posiada czynnik r”» i że 
więc po jego wyłaczeniu otrzymamy 


NYI NYa 
Ev Éva 


* A dv 


ćw Éva 


, 


M =r"ZEII (nv, Eya NN Gy,). 


Ale tu suma po prawej stronie jest wyznacznikiem m, który z M' 
tak powstaje, że w nim za wszelkie 2,'y,' kładziemy $,, n. 
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Skutkiem tego mamy krótko: 


M' =r m, 


a że 
(8) M=t.M', 
więc będzie: 
M=rnt.m 
i analogicznie 
(9) M, =r”» t. m, 


jeżeli także Jw =u$+vq, y’ =w +v położono i jeżeli m, powstaje 
z m przez wstawienie w tym ostatnim wyznaczniku za £,, ń, s-ej ko- 
lumny, zmiennych £, 4. 

Z relaeyj (8), (9) wynika ostatecznie: 
M, m, 
M m” 


a to wskazuje, że: 
Iloraz M,: M jest bezwzględnym niezmiennikiem ze 
względu na podstawienia: 


c=p+uż +m, ysg tekt; =p+ l tm, 
YZĘĘPUETYY, 8 71,3,3,.-., k. 


8. 2. 


Art. 3. Wyznacznik A= 0 (Art. 1) wskazuje, że istnieje k ta- 
kich ilości «a,, dla których 


a + +y +..+ta =1 
1%, FD +00, |... tab, = 0 
(10) NY, H aY tny +. toy = Y 


MY + MA + ayi + pug ay! TH ye 
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Zwiazki te sa właśnie wzorami Serreta. 
Z nich po opuszezeniu zwiazku pierwszego, dostajemy 
M, 
Uś 
gdzie M, i M sa tego samego znaczenia, co w art. poprzedzających, 
a ztąd wnosimy : 

I. Ilości a, sa bezwzględnemi niezmiennikami, można 
je przeto obliczać, odnosząc %, y, £,, y, w nich zawarte do 
dowolnego układu osi. 

Majac tę zasadnicza własność ilości 2,, możemy w identycznej re- 
lacyl 

k 
BN: M GSAĘ 


s—1 


zastąpić © przez wyraz ax + by + c, a z, przez at, +by, +c i położyć 
k 
(ax + by +c'= È a, (ac, + by, + c)" (11) 


określając ax + by + c= 0 jako dowolną prostą, która za jednę z osi 
nowego układu obrano, a wyrazy ujęte w nawiasy w ostatniej relacyi 
jako prostopadłe (ich długości) spuszczone z punktów zy, %, y, krzy- 
wej Ca na prosta ac + by + c= 0. | 

Ale i na odwrót: dajac relacyję (11), sprawdzimy iden- 
tyczność zawartych w niej ilości a, z parametrami a, po- 
przód określonemi. 

I tak: w skutek dowolnych spółczynników a, b, ...c, w (11), mamy: 

a' (£ — Za, ws) +y — Za,y;)+..+c'(l—2a)=0, 
a więc 
22 dY dY, n> ty LEW 


zkad prawdziwość powyższego przypuszczenia wynika. 
Tak samo do krzywej ngo stopnia C. przy dowolnie danych m 


prostych linijach 
a=a x+y +y =0, d=zuyt + BY + = O0; -..., l=ac+Ryt= 0 (12) 


odnosić się będzie zawsze identyczna relacyja 

ż 

GhO 24 KŁ 20200; Dy, 43 (13) 

w których a, b, c,..,ł, a,, BPEL ARD AE a oa prostopadłemi spuszezo- 

nemi z punktów (zy), (œ y,) na proste (12). Dowód poprowadzić należy 

analogicznie jak dla zwiazku (11). 
Rozprawy miatem.-przyr. Tom XXII. 


2 
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Relacyja (13) będzie właśnie najstosowniejsza do wyznaczenia pa- 
rametrów a, w formach ile możności najprostszych, a cechujących ich 
niezmienniczy charakter. Do tego właśnie teraz przystapimy. 

Punkta (£, y,), (8 Ya) -3 (X, Yı) naznaczmy w jakimbadź zreszta 
porzadku przez 

A a: E SCW, 
punkt bieżacy przez t. 

W skutek zupełnej dowolnosci prostych (12), możemy je tak obrać, 

że a, b, c, .., l przechodza odpowiednio przez pary punktów 


23, 40, 69, 1. « , 881. 
Wtedy jest: 
4, =4,=0, =; "og =ćc *..=l,=l,= 0, 


a relacyja (13) ma postać 


k 


(13) BOG EEG OD GOSD 0: A 
A s=zn4-1 
i zawiera już tylko k — 2n = ai, 9) MOREL 8, 6.3. 05 i 0 RZE 


a; niech przedstawia którabadź z tych ilości; «. y, niech będa spół- 
rzędnemi odnośnego punktu; iloczyn prostopadłych bieżacego punktu (xy) 
na proste a, b, c,..., l, które teraz przez 23, 45,..., źnl naznaczać 
będziemy, nazwijmy krótko (23. 45... Źnl)', a iloczyn prostopadłych 
na te proste z punktu (£, y.) nazwijmy (23. 45... Żnl)*, to przy ta- 
kich oznaczeniach relacyję (13') napiszemy teraz w formie: 


(A) (23:40 281) =24,(23.45... 201)" 
lE mF L 20 FAY «v 47%). 


Uważmy to równanie za równanie linijowe jednorodne, zawiera- 


jace 8 + 1 niewiadomych 
1s Qanpi y Zante y RESENYNĄ dy y 
`; A "NOTTE n (n — 1) 
to potrzeba jeszcze do wyznaczenia tych niewiadomych yi 


równań, a do nich taka droga dojść możemy : 

Punkta. 1, 2, 3,..., 2n uważajmy za wierzchołki zamkniętego 
wielokata wpisanego w krzywa (,, to jednym takim jest 2n. kat, któ- 
rego wierzchołki właśnie w porządku 

e ratat do ST DE , 2n— 2, 2n—1, 2m 
po sobie następuja. 
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Z niego do relacyi (A) użyto boków 
n ne YN BV; Gócy. (DB (a) 
Pozostałe boki są 
A AR A 40 O, TEY 

Pomieniajmy w (a) ze soba:po porzadku elementa w parach 

(12), (34), (56), (78), ..., (2n — 3 2n— 2) (Źn— 1 2n), (6) 
to otrzymamy z (a) n grup po n prostych, które w ten sposób nazna- 
czymy : 

(23, 45,..., Źmi),,, (23, 45,..., 281), , u; (23, 45, UDa i 


Do nich należeć będzie n nowych równań postaci (A), a to: 


(23. 45... mI = La, (23. 45... ZnDź 
(23. 45...2nD; = La, (23. 45... ZnD$ 
. (B) 


(28.45. IDE „2 Su, (28.46... 0RDE-..- 


Dalej w (Ê) pomieniajmy równocześnie elementa w dwóch parach 
niesasiadujacych z soba i tę zmianę uwzględnijmy w (2). W (x) więc 


pary (12), (56) zastępujemy przez (21), (65) 
„ (22), (78) t + = E A S: 4 
„ (12), (2n—3 2n—2) > » (20), (2n—2 2n=3) 
n (34) (78) > » (43) (87) 
(2n—5 2n—4), (2n—1 2n) y „ (2n—4 2n—5) (2n 2n—1). 


Przez to otrzymamy z (a) nowych TERS 


stych, a te w ten sposób krótko naznaczyć możemy : 
(23, 40, .... „ ZAD). „ , (23745,.:;., ZAM Gy ary (23) Zdr ANDAR 
(23, 40, a, Rihari y IPED, 4. AM go ya (2354065, OL eek o 


— n grup po n pro- 


(23, 45, me 2 nl)... 2n=4; 2ñ—i Zn. 
arek $ ) 
Do tych grup znowu odnosić się będzie ki 2 — m równań 
analogicznych z relacyja (A): 
(23. 45... nl); „ Z a, (23.46. Znl)Ź ,. 


(23. 45 ... RI), n = La, (23.45... 2n1); (©) 


12, 78 
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(©) (23. 45... NDS, m.» ai 


(23. 45 ... 2n1)A, 1. 


(2345 UMD la 2 M 122400, 


Art. 4. W (A) (B) (C) mamy równań 


JÓZEE PUZYNA. 


l 


Il 


Za, (23.45... 
Za, (23.49... 


s. + 1 limijowych 


2n1)Ę, zn- 3 2n—2 
2n1);, 78 


7 e 
nl); 2n—4, 2n—1 2n * 


` jednorodnych ze względu na tyleż niewiadomych 1, snis, @ente y+; %> 
a po ich eliminacyi dostaniemy relacyję: 


(23. 45... 2n1)' .. (23. 45., 2n1)° 
(23.45 ...Żnl); . (23. 45... 2n T); 
(23. 45 ... 1); . (28. 45... 2n 1); 


(23.45 
(ID) 18 45, ++. 201) 7 (23. 45 


(23. 45 
(23. 45 


... 2n I)i; 2n 
ENI], a 


zh nl); 2n—3 2n—2 


PE. 
SGZBDĄ 


, (23.45... 
, (23. 45... 


` (23.45... 
, (23. 45... 


ŹNIJĄ Lin 


A YAAA 


2n I)i, v 


©, E 
ARIE ay z2n—2 * 


2 E 
zk aż ą o 8) dek TARO GR —1 2n 


(23. 45 Azi. aalis, zn=ś, 2n—12n * * (23. 40. 


Zamiast prostych 23, 45, ..., Znl możemy równem prawem użyć 


prostych h,h,, h;h, ,... 


, hh, gdzie h,,h,, h,,..., h,, sa punktami 


1, 2, 3, ..., 2n w dowolnym innym porzadku. Wychodząc z tej grupy 


prostych , otrzymamy 


a zważajac, że do niej wchodza wszystkie boki h,h,, hh, , ... 


relacyję 


B hg, h 


h 


3 ħi 92... 2R—1 Kan) 


=, 


, h 


h 


2n "1 


zamkniętego 2n- boku (h, h,... hm h) i wszystkie przekatnie h4h,, hęh,, 
4%, PORA . łączące eo dwa wierzchołki przegrodzone jednym tylko 
wierzchołkiem, powiemy: | 

IL Gdy w krzywa (, wpiszemy 2n-kat zamknięty 
(hih; ... hh) i wykreślimy w nim wszystkie przekatnie 


ŚAM GESZER 


łączace co dwa wierzchołki przegrodzone 


jednym tylko wierzchołkiem, to między prostopadłemi, 
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n(n — 1) 
2 
na boki tego 2n -kata i przekatnie h,h,, ħħ, ... spuścimy, za- 

chodzi identyczna relacyja 


E o, ha hą h = 0. 


FO BŚ 24150) 


jakie z +1dowolnych innych punktów krzywej C, 


Z tych będziemy poniżej uwzględniali tylko relacyję 
er), 45.) > 0 albo E u, SEUUSOCE 0. 
Ta druga powstaje przez eliminacyja ilości (14) 
ly Gzy dmisy ..; 0, Z TÓWNIANIA 
(12. 34.... Zn—1l 2n)? = Za, (12. 34....2n—1 2n): (A') 
i z równań (B') (C) w ten sposób z (A') utworzonych, jak pierwej ró- 
wnania (B) (C) ze zwiazku (A) powstały. Zreszta każda z relacyj (14) 
przechodzi w druga przez przesunięcie znaczków wszystkich o jedno 
miejsce. 

W wyznaczniku Kos 4s.) = 0 podzielmy wyrazy kolumny l-ej,..., 
-ej,... odpowiednio przez (23. 45... 2n1)"',..., (23. 45... 2nf)*, ..... 
to po skróceniach i wprowadzeniu anharmonieznych stosunków : 

A, =(1,2,8,2n);, h, =(3,4,5,2)., A, =(5,6,7,4),..., h, =(2n - 1,2n,1,2n—2) 1) 
,.=(1,2,3,2n), h,e =(3,4,5,2),,b,: =(0,6, 7,4). ,., Ane =(2n—1,2n,1,2n—2), 
otrzymamy : 


i 1 
s w 
An Ang 
As PEPR T 
h, ha R . . . WE Na . . . 
K = i ; = 0. (15) 

RJ PAY ARAY UE NRF AR ANENE, 
A, ha . P 3 . KĘ hse 
KA A, Łap: Moe ATZ W 
XK, RE Gu 47 zg EG 
JP Aa . a * s APT: hne 

1) (1, 2, 3, 2n)z, ., (1, 2, 3, Zn)s ,... są to anharmoniczne stosunki promieni 


wyprowadzonych z punktów 7,... e,... do czwórek punktów (1, 2, 3, 2n), ........ 
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Tak n: p. gdy n=2, n=3 n=4 mamy: 
1 1 
(12384), (1234), 


dla n= 3, gdy punkta c, 7, 8,9, naznaczymy przez 0, 1,23%, będzie 


dla n=2, EP = 


1 ? 1 ? 1 , 1 | 
»» | (1236), (1236), (1236), (1236); | SA 
K | (8462), (3452), (3452), (3452), Rai 
| 


| (6614), (5614), (6614), (5614), 


a dla n=4, gdy podobnie punkta 7, 9, 10, ..., 14 naznaczymy przez 
O, I, 2',... 6', dostaniemy : 


1 1 
a a USB 
(8459), a . . . (3462), 
PIG | ABZĄG 051 O, ż4 
i PORAZ n A STARAN. 
(1238), (5674 . . (1238). (5674). 
(3462),(7816), . . (3452).(7816), | 


Biorae w wyznaczniku (15) Æ) = 0 punkta (2n + 1), (2n42), ...,k 
za stałe i rozwijajac ten wyznacznik podług elementów kolumny pier- 
wszej, otrzymamy relacyję : 


MDA LIAKIKIBAŁ) ZCX), EDA oae kalaka 
=, 
w której 4,, 4,, B,,.., L, sa liczbami stałemi. 


Jestto równanie dane w spółrzędnych 4, , A»,..., %, krzywej alge- 
braicznej n** stopnia opisanej na 2n-kacie (1, 2, 3,. .. 2n, 1). Lecz i od- 
wrotnie : 


III. Gdy na płaszczyźnie 2n stałych punktów 1,2,..., 2n 
punkt bieżący porusza się tak, że anharmoniczne stosun- 
ki 4, ,%,,...4, wyprowadzonych z niego promieni do 7,2,5,..., 2n 


spełniają relacyję (III), to punkt ten przebiega krzywa 
algebraiczna n® stopnia, opisana na 2n-kacie (1, 2,3,..., 2n, 1). 


W szczególności mamy dla n =2 z relacyi (III) 


4, + 4,4% =0 
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czyli 
= (1234) = const., 


a więc zasadnicza własność rzutowa krzywej drugiego stopnia. 


Dla n = 3 relacyja (III) daje 
ARA ŁA KAC ER 
czyli wyraźnie : 
A, + A, (1236). + A, (3452), + A, (56146, —0, 
a dla n==4: 
A, e W 44,4 ŁAN +42 EB, A K FC hh =0 


czyli 
A, + A, (1238); + A,(3452), + A, (5674); + A,(7816), + 
+ B, (1238).(5674). + C, (3452-17816) - 
= 0 it. d. 


Art. 5. Z równań (A) (B) (C) art. 3, odrzućmy zwiazek (A) 
i weźmy pod uwagę jednę z ilości a. , to możemy ja z równań (B) (C) 
obliczyć , tworzae wyznacznik Ho., ._, ce ++...) spółczynników prawych 
stron tych równań, a z niego licznik H, 42, 2 sy, ..) ilości a. . Otrzy- 
mamy więc : 


HL. 42; , 1; oi 
2 a no ŻE (16) 


wo 6—4, 6; E+fy en) 


z ta uwaga, że tu punkta 7, 2, 3, ..., 2n możemy zastapić dowolna 
ich permutacyją h,, h,, ..., h,, bez zmiany wartości parametru a.. 


Dla (h,, hą , -.., Am) = (2, 3, ..., 2n, 1) mamy 


ae = L Hem R MUSZE (16) 


+ 
„R Ę: +'E—1, E, EFi, o.. ) 


w takiej formie, jakbyśmy tę ilość właśnie z równań (B') (C') obliczali. 


Przyjmijmy, że właśnie w jeden i drugi sposób obliczamy para- 


metr aan - Nazwijmy punkta t, 2n + 1, 2n +2, 2n + 8,. e 
po powżidki - 0, 1, 2, 8',..., 7, to otrzymamy 

H, 2’... (r—1),0") in PE AUP jeż H' ztar...e-2)0') 

e RODI (r—1)'r') EU | gleta..(rs)te') 


www.rcin.org.pl 


VOSAPAKZ""E"" WA" TRY) RZ. YNY WZJUW IE WEW I W 
7 A y 


16 JÓZEF PUŻYNA. 


ztąd wynika równanie : 


H ir. -1)'0') dd j « 05 RETE 


Bow EET Hasa... (r—1)'r') 
które także w ten sposób napisać można : 

H ow» asy (r—1)') eż H (r'1'2' + (r—1)') 

j: SZYTE s.. (1—1)') Hat ++. (r=1)') 
albo symbolicznie : 
(17) [0.1381 rm =p 1' 2 «w (r=u)] 

Wskazuje ono, że w ilorazie [0' T 2 ... (r—1) | możemy punkt 0 
zastapić punktem innym r” leżącym na C,» różnym od punktów 
0, U, ©, ... (r—1), a przez to iloraz ten wartości swej nie zmieni; 
lecz to samo stosuje się i do ilorazu [r T V 3'...(r—1)|, w którym 
n. p. punkt 1 zastapić możemy punktem 7” leżącym na C, a różnym 
od punktów r”, 1, £, ...(r=1), 0'. Otrzymamy więc: 

[r T P ur- ==fr 12 3'.. (r—1)], 
a postępujac tak dalej i za 7° kładąc 0” otrzymamy ostatecznie 
[NIŻ rl | =[012"' 87 .(r=1)"]. 


W skutek tego, uwzględniajac relacyję (17), dostaniemy zwiazek : 
[0 1 2... w-17 ] =[o" 1" 2"... (r— 1)”, (r—1) = - s 
albo zwiazek : | 
IV [0' T 2'...(r—1) | = const. 
który w ten sposób się określa : 
IV. Gdy w krzywa C, wpiszemy 2n-kat (12 3... 2nl) 


a z grupy dowolnych "e D punktów TAE RE MOSM 


spuścimy na jego boki i przekatnie 13, 24, .. prostopadłe, 
to możemy utworzyć wyrażenia, zawierające owe prosto- 
padłe, a niezmieniajace swych wartości ze zmiana grupy 
0,1, 2,..- na inna. 

Relacyje takiego samego znaczenia jak IV, możemy jeszcze inną 
droga otrzymać: Oto w wyznaczniku FH, = 0 jest stosunek dwóch wy- 
znaczników częściowych, należących do jednego wiersza (kolumny) = 
stosunkowi odpowiednich częściowych wyznaczników innego wiersza 
(kolumny). Uwzględniajac te równości, dojdziemy po przeprowadzeniu 
takiego rozumowania jak wyżej do związków analogicznych z IV. 
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Te wyrażenia o stałej wartości będa dla n= 2 określały znana 
własność krzywej drugiego stopnia (,, a to własność prostopadłych 
spuszczonych z punktu bieżacego na boki wpisanego w nia ezworokata, 
albo stałą wartość anharmonicznego stosunku promieni wyprowadzonych 
z bieżącego punktu do 4 jej punktów stałych. 


W twierdzeniu IV przechodzi rzeczywiście, dla n=2, 2n-kat na 
n (n — 1) 
2 
dnego punktu bieżacego krzywej C, . 


czworokąt, a grupa punktów dowolnych redukuje się do je- 


Art. 6. Dla n= mamy po odrzuceniu zwiazków (A), (A') ró- 
wnania : 

(B) (13. 42), = a, (13. 42), , (B')(13. 24), = u, (13. 24, _ (B) 
a porównanie obliczonych z nich a, jest tu bez znaczenia; daje bowiem 
identyczność. 

Dla n= dochodzimy przeciwnie po obliczeniu parametru a, 
z trzech równań (B) i trzech równań (B') do związku: 


(13. 45. 62), (13. 45. 62), (13. 45. 62),, 
(24. 35. 61), 


(23. 46. 51),, 3 A 
== const. 
(24. 56. 13), (24. 56. 13), (24. 56 13), 
(35. 46. 12), 
(34. 51. 62), 


a po podzieleniu i pomnożeniu licznika przez (23. 45, 61), . (23. 45. 61), . 
(23. 45. 61), a mianownika przez (12. 34. 56), . (12. 34, 56),,.(12.54.56),, 
do zwiazku : 


(23.45.61), (23.45.61) , (23.45.61), (12.34.56), (12.34.56), (12.34.56), (a) 


; = const. < 
(2341), (2341), (2341),, (1236), (1236), (1236); 
(4563), (4563); (4563), (3452), (3452), (3452), 
(6125), (6125),. (6125),, (56 14), (5614), (5614),, 


Nazwijmy wyznaczniki zamieszczone w mianownikach krótko: 
Ass; Â, to mamy ostatecznie także : 


Srs _ q (12. 34. 56), (12. 34. 56), (12. 34. 56), 


A // (28. 46.61), (28. 45. 61), (23. 45. 61), ©) 
dla każdej dowolnej grupy trzech punktów (0, 1, 2); k jest tu stała 
ilością. 

Rozprawy mat.-przyr. T. XXII. 3 
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W ten sam sposób dostaniemy analogie:ne relacyje (a) (8) dla 
y==4, 0,...1 b d. 
Gdy zaś wyjdziemy z równości stosunków dwóch par odpowiednich 
podwyznaczników w Hy = 0, otrzymamy : 
dla n=2: 


(1234), = const. 
a dla n = 3: 


1 1 1 
(1236), (1236), (1236, 
(3452), (3452), (3452), 


= const., albo 
1 1 1 


(1236), (1236), (1236), 
(5614), (5614), (5614), 


(1236)„— (1236),, , (1236),— (1236), 
(3452),— (3452), , (3452)„— (3452), 


== const. 
(12586), — (1236), 1 (1256),— (1236), 


(5614)„— (5614), , (5614)„— (5614), 


i t. p. 

Ostatnia relacyja, gdy punkta 0”, ! weźmiemy za punkta prze- 
cięcia się krzywej C, z dowolna krzywą drugiego stopnia (,, przecho- 
dząca przez punkta 1, 2, 3, 6, przejdzie na: 


0 , (1236)„— (1236), 
(3452),— (3452), , (3452)„— (3452), 


= const., 
0 , (1236) — (1236), 


(5614) — (5614),, (5614) — (5614), 


czyli na: 
(3452), — (3452), 
(5614), — (5614), 
a ztąd twierdzenie: Gdy w krzywa trzeciego stopnia C, wpi- 
szemy sześciokat (123456 Í) a przez 4 wierzchołki tego sześcio- 
kata n. p. przez punkta 1, 2, 8, 6 poprowadzimy dowolna krzy- 
wa drugiego stopnia C, przecinajacą C, jeszcze w dwóch 


punktach 0”, ľ, i utworzymy anharmoniczne stosunki 
Baa = (3452), , ds, ==(3452),, Mo = (5614), , Kau = (5614),, to ró- 


=="CONSI. 
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żnice (A har), (hsor — hyr) pozostają w stałym stosunku przy 
dowolnej krzywej 0,. 

Punkta więc O', T’, które, jak wiadomo, także się tem charakte- 
ryzują, że prosta O'T stale przez jeden punkt krzywej C, przechodzi, 
mają prócz tego jeszcze i własność określona w ostatniem twierdzeniu. 


Dla n=4 otrzymamy analogieznie z częściowych pierwszych wy- 
znaczników relacyi Æ} = 0 między innemi taki związek : 


^ mhion Ars —Àio’ Ns— Mon Ae A As'7 hio’ 


11 10" 
Ng Aso" 
gą —bgo! 
WE dzą Ho! Aso’ 
EESTE Kye Mso! Aig? 

JER = const. 
Aiman hiar ho’ hiahia hie hion Ns'= LE 
hai Aso" 

DaT Reo 
Aa! Kos Aie! Aso’ 
hai! kir Azo’ Aio! 


gdy przez punkta /, 2, 3, 8 krzywej C, poprowadzimy krzywą dru- 
glego stopnia (,, a za 4 pozostałe punkta przecięcia się jej z C, uzna- 
my punkta 0, T, £, 3', dostaniemy : 


LP = Nut = Rp = Aier -—— C, a dalej : 


0 , 0 , 0 ) Nh, —C , Ks: — c 
has FSE Ao! , Aoz! ryż Azo , X — dzo ; hz! — dzo , hest — Azo 
Aas i Mo 1 Agar — go , Aas — ha y ha 7 Aso! , Aas! E N 


Ch, 0d Asor) , GK: e y Kar) , Ol Ki EF Awr) , Kiar Asar — Chao! , SE Aas! a Ch; 


Ria Ka „ac WYW Koy Aerm Nidi OR Ka Raar — haor Aon kę Aarm hor Rih dat M Na 


` 


0 R 0 ; 0 y har —€ As — C 
da — hzo , Asz! ar Y ; Ass! są Ko! , za! Te Kgo! , Assi gaa Asor 
Kas! sFę Ko , a! = Ago! , Rys Za Jo! , Na HS da , das w do! 
C(dz+ gyp Asor) , 

WOW W X! p] 


= Const. 
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Dwa ostatnie wiersze w wyznaczniku mianownika sa takie same, 
jak w liczniku. | 

W liczniku pomnóżmy wyrazy wiersza trzeciego przez c i odej- 
mijmy od odpowiednich wyrazów wiersza czwartego; w mianowniku po- 
mnożone wyrazy przez c, wiersza drugiego odejmijmy od odpowiednich 
wyrazów wiersza czwartego. Po takiem przerobieniu będziemy mieli : 


0 Sak Ag: R DZT AŚ RÓ. 
Dir > , 
das ho , 

0 RE M AEE AE, YE ZE WBA 


À Aar E dzo Ko! ; 


21! 


0 R JOD JE SCZEZE JRE Wozy ZAJ 
i O e | 
WERE | 
0 ORO AGO X 0) | 
„84 Eei g KEE ROUET SE i | | 
= const. 
a ztad : 
Aue > ea Szoda, > Adda 
DEE PE N, WRA W AE 
Mda Kaa, Koy Kia Ra baco Nas Mia Na Do, Ne, 
= (==CODBU. 
Ap: dze k Ody kg, j da 
da — Ado p Kę a, 7 AGS N 
| M5 PRAS 0 i WA EWY ZE WA 
albo : 
As OEB: (ESK REAR z: 
"WAQEŻ ES PEIA Węó: baj WIPIZAĆ (WE 
a dE T S 23 0 


A 
Azo” Aaoi WZA Az Rs dz ds, No! LP Aar Aar Ais „e Sy a 
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Takiemu związkowi czynia zadość anharmoniczne stosunki promieni 
wyprowadzonych z punktów 0”, /,2,3' do punktów 1,2,8,4, 5,6,7,8 
przy jakiejkolwiek krzywej C,, przechodzącej przez punkta 1, 4, 3, 8. 


W formach (16) (16) mamy wreszcie obliczony parametr z. Pa- 
rametr a, (gdzie e jest różne od 1, 2,3,..., 2n), jest widocznie funk- 
cyją prostopadłych z punktu bieżącego r i z punktów 2n+ 1, 2n+-2,... 
«+, 6,..., k na boki 2n- kata (128 .. nl) i jego przekątnie 13, 24, ... 
spuszczonych. (Za 2n -kat można jednak obrać którybadź 2n - kat, ma- 
jacy wierzchołki w 2n punktach, wyjętych z grupy 1, 2, 2, 

CY. A. SRB c, RZE BRE 1, 5 

Gdy e jest jednym z punktów /, 2, 3, ..., 2n, to za wierzchołki 
2n - kata wybieramy dowolne punkta z grupy /, 2, ... s—/, s+1,.., 2n, 
2n + 1,.. k, a dalej rachunek przeprowadzamy jak wyżej. 

Ale nie tyle samo obliczenie wszystkich parametrów a,, ile raczej 
ich różne formy sa ważne dla teoryi krzywych C„. Oto właśnie z tych 
różnych ich form wynikł zwiazek IV, do którego się jeszcze relacyje 


(n — 1) 


II i III dołaczaja. Z tych pierwsza odnosi się do grupy p 3 + 


bieżących punktów, druga do jednego punktu bieżacego krzywej alge- 
braicznej Ć,. Zauważymy wreszcie, że dla n=3 znajduje się równa- 
nie (III) wywiedzione zupełnie inna droga w dziele „Analyt. G'eom. der 


höheren ebenen Curven* G. Salmona w tłum. W. Fiedlera (1878) str. 169. 


8.8. 


Art. 7: Przejdźmy teraz do wyprowadzenia najogólniejszych form, 
w jakich parametry 2, podać można i do zwiazków , jakie z tych obli- 
czeń wynikają. 
Gdy y (xy) = O jest równaniem dowolnej krzywej n-go stopnia, a 
nin +3 
CURP (TY) ; eeey (Gy Yx) k TA mił (1) 
punktami wyznaczajacemi jak wprzódy jednoznacznie krzywa Ó, o ró- 
wnaniu G (zy) = 0, (æy) punktem bieżacym tej ostatniej krzywej, to 
łatwo da się udowodnić podobnie jak w $. 2, art. 3, że relacyja 


Y (wy) = È a, y (2, y.) (2) 


zachodzi identycznie jeżeli w niej «, sa parametrami form uogólnionych 
Lagrangea. 
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Majac to, podzielmy punkta (1) na dwie grupy dowolne, z któ- 
rych pierwsza zawiera ich p 


(a) Bis Bay Bas > 200 Bon 
druga zawiera ich r. Jakkolwiek w tę druga grupę wchodzi dowolnych 
r punktów z k punktów (1), to jednak dla uproszczenia nazywać je 
będziemy : 
(b) ; i og EOE E e ES 
a ich spółrzędne: 

(©, Y1) (Ea Ya) (Es Ya) -+ (WYJ). 

Utwórzmy (r + 1) krzywych algebraicznych n-go stopnia 
(8) Yo (wy) =0, % (wy) =0,..., Ye (£y) =0,...., r,(zy)=0 
z warunkiem, że 

1° z funkcyj Yo, %,- +++, Y- najwyżej r może posiadać wspólny 
czynnik, 

2° każda z tych krzywych raz tylko przez wszystkie punkta (a) 
przechodzi, 

3” najwyżej r krzywych może prócz tego jeszcze przez niektóre 
punkta grupy (b) przechodzić, to stosując do każdej z krzywych (3) 
relacyję (2), znaczące przytem punkt bieżacy krzywej C, przez 0 i kładąc: 

+ (CY) = Tr; Ye (Ee Ya) = Yes 


mieć będziemy równania: 


Yoo FT dą Toi F dą foa Teee E 2 Yor 
Mo A Mia F R ha to: F ae Yir 
Yao ~ Tar T dą Yos eee F Ar far 


Yo = 2, Yn T dą Yro Fere F 47 fr 
Z tych odrazu wynika związek: 
To fos Toa + ** "Tor 


ia. Har alżą 307-342 Węe 
(4) e = Wso Tai Taa *** * Var =(0, 


Yro dn dra *** 3 lm 


który tak można określić: 
Dla krzywej C, można utworzyć nieskończenie wiele wy- 
rażeń zawierających wymiernie spółrzędne (r +1) ich punk- 


OT RZEPA 
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tów, a będacych zerem, jakkolwiek grupa owych (r+1) punktów 
na krzywej C, zmieniać się będzie. 

Gdy w relacyi (4) punkta 1, 2, 3, ...., r uważać będziemy za 
stałe, a punkt 0 za zmienny, dostaniemy po rozwinięciu. wyznacznika 
(4) podług elementów kolumny pierwszej, równanie: 


4, Y, (cy) + 4, T, (cy) + ... + 4,Yy, (zy) =0, 


zaliczające krzywa (,„ do systemu krzywych stale przez p punktów (a) 
przechodzacych. Widocznie, gdy każda z krzywych 4, =0, 3, =0,...., 
y- = 0 kilka razy przez jeden z punktów (a) przechodzi, mamy tam 
punkt wielokrotny krzywej Ča, eo jednak tu wykluczamy. 

 Obierzmy (r + 1) innych krzywych algebraicznych n-go stopnia 


i (xy) = 0, a (cy) = 0, .... , A (cy) =0 


o tej samej własności, co krzywe (3), to na ich podstawie dojdziemy 
analogicznie do relacyi: 


zk a zł , 
leo boa» Toa * * * » Tor 
P R. . + 1 
Tao fans faev * * *) Tr) 
A y’ , sA 
B= bo Vast pay 5 5000r CS (5) 
7 , , ' 
Y ro? Mm Y ra) 02 PER Y rr 


W obydwu tych wyznacznikach pozostają po porządku pierwsze 
częściowe wyznaczniki do któregokolwiek wiersza należące w stosunku 


Łi4 5 ta AL A 

a ztąd otrzymamy: 

z E=0: 
M1o ara * * * » (ar Xoor Toa» * * * » Vor 
Ma 0» Wa 2) ZPAS Yor "(207 Yaa) PAD I / Yor 
Yros Vros ToS PARĘ "rr Yro3 Yro’ a ZK | Yrr 

eo SEEE a G R oa (6) 

Maoa Aa ay (|. KORT Toa» * * * » for 
fa1> Taa * * * » Ver Ya1s Taa * * * » Yor 
dm dra * "39 Vrr Wr dra 339 Wr 


z E' =0 zaś analogiczne wyrażenia z pokreskowanemi y. 
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Z dwóch różnych form |arametru z zawartych w (6) wyniknie, 
po przeprowadzeniu analogicznych rozumowań, jak o równaniu (17) 
[0,4,2,4:, (=95]=[r,1,2,... (r—2)], 
art. bgo relacyja: 
orso +1 KORUAĆ MAC i 1: 


Vear fa29 * 9 * » (ar 


| uw, ży DRY Yet 
(7) IEE E ZE z = const. 


Aaa 5% AR 


Ya fear * * * » lar 


dra: fear 9310 Tr 
wskazująca, że: 

Dla krzywej C, można utworzyć nieskończenie wiele wy- 
rażeń zależnych wymiernie od spółrzędnych r jej punktów, 
a zatrzymujaących stałą wartość, jakkolwiek grupa tych pun- 
któw zmieniać się będzie. | 

Do takich wyrażeń należeć także będa wyrażenia 


M1 ia» * **» Mr 
Ma1> sa * * * » Ter 


Was rar ot *1 rr 


, , , 
Taa far ** 95 Trr 
, d , 
Tan Taa * **1 Tar 


= const. 


(8) 


ETS +++, [m 
wynikajace z dwóch różnych form parametru a, obliczonego raz z rów- 
nania E= 0, a drugi raz z równania E’ = 0. 

Dajmy ilości «, stała wartość c i nazwijmy mianownik pierwszej 
jej formy w (6): k = stała ilość (jako zależna od stale obranych pun- 
któw krzywej C,), to mieć będziemy równanie: 

SDB 21 Ear 


Tao» Tear * * * 9 Ter 
(C,) ź ==ch. 


. 
. 
. 


Yros Yro) PRACA Yrr 
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Jestto równanie krzywej algebraicznej n-go stopnia (C,), a że ta z krzywa 
C, w n? punktach się przecina, więc powiemy: 

Parametr a, (a więc i każdy parametr a,) uogólnionych 
form Lagrangea przybiera n* razy tę sama wartość (c), gdy 
punkt bieżacy krzywej C, przebiega cała krzywa; a także: 

Gdy w punkcie (, 7) krzywej C, a, ma wartość c, to ten 
parametr nie tylko w (n*—1) innych punktach krzywej C, ma 
ta samą wartość, ale jeszcze pozostaje ten sam i poza kerpes 
C,, ato we WAR 0 punktach krzywej C,. 

Grupa n* punktów należacych do wartości innej «a, =c' będa to 
punkta przecięcia się krzywej (, z krzywa 


Vios rav ** * 9 Yir 
Ta20> Ta? KÓZ Yar 
s = €'k. (C,) 


Wro Yrav * +: Im 


Krzywe C, C,„ nie przecinają się ani w punktach krzywej ©, 
ani nigdzie w skończoności; inaczej bowiem parametr a, nie byłby je- 
dnoznaczna funkcyja miejsca (æy), jak tego jego forma wymaga. Ale 
krzywe (, C, przechodza obie przez n punktów przecięcia się krzywej 


M1 0» Viz A AATE Yir 
Yao» EAT * * * 9 Wer 
: = 0 z prostą 0 x+ 0. y+ k= 0 

Yor tas >e-3 Yr i 
leżaca w nieskończoności. W tych n punktach musi się zatem mieścić 
n’ punktów wspólnych tym krzywym, a ztad twierdzenie: 

Krzywe przecinające dana krzywa C, w grupach po n 
punktów należacych do tej samej wartości parametru a, two- 
rzą pęk krzywych o wspólnych n? punktach mieszczących się 
w n stałych punktach na prostej w nieskończoności. 


2 


Dla n = 2 sa to hyperbole o wspólnej parze asymptot. ') 
Art 8. Równania 
G (zy) = 0, Y, (zy) = 0, 4, (cy) =0, ..., t.(zy)=0 


') Por. cytowaną moją rozprawę. 


Rozprawy mat.-przyr. Tom XXII. 4 
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niech będa dane w układzie osi, którego oś ææ ma pewien żądany kie- 
runek p. Obierzmy dwa dowolne punkta „= ($n), »=( 4) na pła- 
szczyżnie tych krzywych, to mamy 


EW | EA=D. +60 UE E 
RED" EL-L TE CUT), 


gdzie (7, l ... ty, (Vi Va ee- Caps- -+ sa to iloczyny wszystkich n 


odcinków zawartych na prostej równoległej do p — a przechodzacej 
przez p» — między punktem u a punktami przecięcia się tej prostej 
z krzywemi y, (zy) =0 4, (wy) = 0,.... Analogiczne znaczenie mają 


symbole (4, £, .: Żn)y, (ły b” .. łw)w, -- -. 
Zatrzymujac to oznaczenie i majac relacyję (4) na oku, otrzymu- 
jemy zwiazek 


(PR TNK" RZE). KK 1, 4.. 1,). 
(35 SAS EE a UR SZOPIE SAPER | MK DZE 41 
(9) E=]: = (0 


(WW...) (OP... 0, .... PIP... O), 


to znaczy: 

Gdy przez (r+ 1) dowolnych punktów 0, 1 A, ... r krzy- 
wej C, poprowadzimy: równoległe proste o dowolnym kie- 
runku, a przez (k—r) jej punktów (r+ 1) krzywych algebra- 
ieznych n-go stopnia, to odeinki liczone na tych prostych od 
punktów 0, 1, 2,..,r do punktów przecięcia się tych prostych 
z temi (r+ 1) krzywemi zadowalaja relacyję E, = 0. 

Każdy z punktów 0, 1, 2, ..., r można w k,=0 zastąpić pun- 
ktem innym leżacym równocześnie na odpowiedniej poprzecznej i na 
krzywej C,. 

Dla n=2i r=1 daje relacyja E, =0 przy stałym punkcie 1 
inwolucyjny podział poprzecznej przez krzywe pęku. 

Podobnie przy stałych punktach 1, 2, 3,..., r dostajemy — za- 
liczajac krzywa G (xy) = 0 do systemu krzywych przechodzacych przez 
p ==(k—r) stałych punktów (B, 8,,..., B) — zwiazek: 


K=A (U 1), +4/(, TV, ..0,), +... . + AŻ, (09, IO, ... 10), =0 


wyrażający podział poprzecznej przez system krzywych stale przez p 
punktów przechodzących. 

Trzymając się dalej oznaczeń tu wprowadzonych, napiszemy rela- 
cyję (6) (art. 7) w ten sposób: 
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GALA OSA LEE AR BNIER CEDAR Z 
TARE AEN NRL OMR AT EARE LU ZOE 1 


GO BP. IP BRA La A IPO OIOK 
o EA TOKTLIE AIER FIA EE EENE IET TEE a A aA O |. 
(ką Fa: se i PIE E YN E E 


PPE AW T AO ESIE, A ETA S 


do EAP (ŻW „AŻ 000, A EN 
a relacyja (17) przybierze formę: 


OSL NA SA LSA TE UY H 
ABE PT ASY 6 DEPO ZW 


ME W... 10) (O 0... 10), ... (O IE... 19), 


TORETRE WEB ZNOW JYTEEE I 


PP OFAJPYS PE AK Prawa, 


= eonst. (11) 


I 10), (PW .. 0)... (WIP.. W 
(ts K S NAE 2 > AM (K 2 . 49 


Poprzecznym należacym do mianownika można przy tem w rela- 
cyi (11) inny dać kierunek niż poprzecznym należacym do licznika. 
Gdy p=(k—1), a więc r = 1, to mamy z relacyi (10): 


a) KALESONY, a 0h (wy) 

" (,0,..Ei N (0) 
gdzie y, (wy) = 0 jest krzywa dowolna n-go stopnia przechodzaca przez 
(x—1) punktów (z,y,), (Ys), ...., (Yx) a nieprzcchodzaca przez punkt 
(«,y,). Ogólnie będzie 

„APW 07; (wy) 
A (IE IE .... 9), CZA) A 
8=1,A,....,k 

a y, (zy) = 01) jest równaniem dowolnej krzywej n-go stopnia przecho- 
dzącej przez (k—1) punktów (2,y,), (Ya) -5 (Zazi Y) (Ega Yth "+23 
(0, Y), a nieprzechodzacej przez punkt (z, y,). 


1) Wyrażenia (© 26) ... 7,69), ... i równania y, (cy) = 0 mają tu inne, zależne 
od znaczku s znaczenie, jak wyżej. 
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Według tego jest tworzenie parametrów a, bardzo proste. 

Z k punktów (my,), (Ya) -E Yı) wyznaczających krzy- 
wą C, wydzielamy punkt (xų.), przez pozostałe punkta w ilo- 
ści (k—1) prowadzimy dowolna krzywa algebraiczna n-go sto- 
pnia 4, (wy) = 0 nieprzechodzaca przez punkt («,y,); przez 
punkt bieżacy (zy) i punkt (Œ, y.) prowadzimy dowolne równo- 
ległe poprzeczne i mierzymy na nich od tych punktów od- 
cinki do przecięć się tych prostych z krzywa y,(zy) =0. Sto- 
sunek iloczynów tych odcinków jest wartościa parametru 
a, w punkcie (zy). 

Ponieważ wiemy, że parametr 2, w n° punktach krzywej C, tę 
sama wartość przybiera, a mianownik (4 19 ... K), wyrażenia (4) po- 
zostaje stałym, możemy wnioskować : 

Gdy na płaszczyźnie krzywej C, poprowadzimy podług 
powyższych wskazówek krzywa y, (zy) — 0, to iloczyn (l iP... 
19) na dowolnej poprzecznej przez punkt 0 przechodzącej 
powraca n? razy do tej samej wartości, gdy punkt 0 cała 
krzywa C, przebiega, a poprzeczna kierunku nie zmienia. 

Wreszcie wskutek 1=a, +a, + ... +«, mamy identycznie: 


ŻĘ PROCE 8 SAR zaj 09 441 (IB TB... 10), 
E EAE un + BB 15), 


WT..l), WT), 

Gdy p< n można krzywe Ye = 0, Yı =0,....,Y, = 0 zastapić 
(r + 1) grupami po n prostych tak, że z każdej grupy p prostych przez 
p punktów (a) przechodzi. 

Gdy p >n ale p=2h+e < 2n, gdzie e jest =0, lub =1, to 
możemy takich grup po m prostych użyć, że z każdej grupy h prostych 
przez coraz inne pary 2h punktów przechodzi. W razie e = 1, (h + f)sza 
prosta przez ten pozostały punkt kładziemy. Inne proste w ilości (n—h) 
lub (n—h—1) prowadzimy dowolnie. W obydwóch tych przypadkach mo- 
żemy w relacyjach (9), (10), (11) iloczyny odcinków (4 2, ... hho „+++ - 
zastapić prostopadłemi (długościami prostopadłych) z punktów 0,.... 
na owe proste spuszczonemi. 

W szczególności, wracajac do oznaczeń używanych w $. 2, załóż- 
my, że z punktów 1, 2, 3, . : . , m tworzących teraz grupę (a) scho- 
dzą się ze soba punkta: 

23,45, 67, „.., 2A 1. 
wtedy mamy w krzywa C, wpisany n- kat zamknięty o bokach 
12 =e, 34=e,, 56=a,,..., Śn—1 RM = en 


Styczne w jego wierzchołkach (e, e,), (e, es), ..., (e, ,) 
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23=t,, 45=1,, 67 =1,, ..., nl =tn 
razem z bokami e,,e,,e,, ..., e, tworzą zamknięty 2n- kat 
R a E E «40, 


wpisany w ©,, a gdy z grup (12), (13) utworzymy równanie (4), (B), 
(C) (str. 10, 11) i anharmoniczne stosunki 


OE "ia 

1 = (1,2,3, n)=2:=— 
1 (f; Z ) f e, GŁ 
e-i 0.” 
Aa ( 4, 5,2) i e, t, $ 


= (2n—1, 2n, 1, 2n—2) — t': rE 


to otrzymamy 058 III (str. 14) w formie: 


4, +È A YB +... + b Lı ——=0, 


E A rr z s=a RE t 


a więc dla n = 2 będzie: 


A, +4, Żę=0 czyli < 


A 2 


4, +4 k +4 


Tri -+A =O 


8 2 > SP 
At tt, + 4,e, ft, +4, e,” 6, F4, e,* tł, =0 


Takim relacyjom czynią zadość długości prostopadłych spuszezo- 
nych z bieżącego punktu krzywej C, na boki wpisanego w nia n- kata 
i na styczne poprowadzone w jego wierzchołkach. 


pi 
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